PRODUIT SCALAIRE

- -
Exercice de motivation : ABC est un triangletel que AB=4, AC=3¢et (AB, AC) = A y 4
70°. Probléme : calculer BC. 3
On ne peut pas utiliser le théoréme de Pythagore car |e triangle n'est pas rectangle. On
verra, alafin de ce chapitre, que le produit scalaire offre une solution a ce probléme en c
généralisant |e théoreme de Pythagore a tout triangle.
I) Définition du produit scalaire (euclidien) et conséquences
Définition 1
- -
On se place dans une base or thonor mée du plan. Soient u (x;y) et v (X';y’) deux vecteurs.
On appelle produit scalaire (euclidien) de u e v leréd noté u. v et défini par :
- -
u.v=xx+yy'
- - . - -
Exemple: Avecu (1;2) et v (2; 3),onobtient u.v=2+6=8.
Remarques :
- - 2 5 - 2 . . -2 - 2
e U.U= X"+ Yy =]u]| .Onnoteraparfois(convention) u =Ju| .
- — - 2 —2 - 2

Deméme, s A et B sont deux points, ona AB. AB=|AB| et on noteraparfois AB =|AB]| .

- - - -
e S |'un des deux vecteurs u ou v est nul alors le produit scalaire est nul. Mais attention, u.v =10

) - —> - —> . - -
n'entraine pas nécessairement (u=0 ouv = 0 ). (Considérer par exemple u(1; 2) & v (2 ; —-1) pour

Sen convaincre)

o - . . - - - = 2 5 - 2
e S uet v sontcolindaires(v=ku)aors u.v=xkx+yky=k(x“+ y“)=kJu]| .

Théoréme 1 Autres expressions du produit scalaire
- - 1 -> > 2 > 2 > 2
1 U-V=§(IIU+V|| —lul —Ivl)

- —> > = o o - - - -
2. Losqueu=#0 e v= O, u.v=Ju].Jv|].co{u,Vv)

- > 22> o > o L, - . . ; -
3. Lorsque u= 0, u.v=u.Vv ouV estleprojetéorthogonal de v sur ladirection donnéepar u .

Démonstrations :

- -
Notons (x; y) et (x';y") lescoordonnées respectivesde u et v.Onaalors:
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RO 02 nN2_ 2 T I , 2
Ju+ vl = (x+X)°+(y+Y) = X"+ 22X+ X+ y +2yy' + y
MY 2 2
Ju+tv] =x"+ Yy + X+ Yy +2(xXX+yYy')
-> > 2 - 2 - 2 -> -
lutv] =Ju] +]v] +2u.v
D'ou I'expression 1.

. - —> - >
Supposons maintenant que u= 0 e v= O :

|cl

> e > I e
Posons i = .SO|tJIevecteurtquue:(|,J)=Eet||1||=1.

cl

- -
Ainsi, nous avons ains construit unebase (i , j ) orthonormale directe.
> - -
Danscettebase (i , j ),ona ennotant®=(u,v):

- - - - -> - -
u(uj o), v(lvlcoso,|v|snb)et v (]v|coso, 0)
D'ol :

- - - - - - - - - -
u.v=Juj.Jv].cos6 e u.v'=Ju|.Jv].cosb6=u.v
D'ou les expressions 2 et 3.
>
Iy

Exemples : dans un repére orthonormeé (O, )ondonneA(1;1),B(4;1) et C(3;3).

- >
Vérifier avec les quatre expressions du produit scalaire que AB. AC= 6.

- -
Remarque : cas de vecteurs colinéaires: s u e v sont colinéaires, on a:

- - - - -
u.v=Ju|.Jv|s us et v sont colinéaires de méme sens
- - - - - -

u.v=—Jul.Jv|s us et v sont colinéaires sens opposes.

Théoréme 2

- -
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux lorsgue leur produit scalaire est nul :

- - - =
ulv < u.v=0

Démonstration : d'aprés le théoreme de Pythagore, on a les équival ences suivantes :

— — - - 2 - 2 — 2 Théoremel - - - -
uet v orthogonaux < Ju+v] =Ju] +]v]| & 2u.v=0& u.v=0
Expression 1
Illustration :
N
\%
- -
u+ v
N
u
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II) Propriétés du produit scalaire

> o5 o o

Syméirie: u.v=v.u

Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :

- - - - - - - - > . . .
(u+v). w=u.w+Vv.w e (Au). v=2Au.v (linéaritépar rapport ala premiére variable)

-> > S - - - - > . .
u.(v+w)=u.v+ u.w e u.(Av)=2Au.v (linéarité par rapport ala seconde variable)

Démonstration :

Symétrie: évident d'aprées la définition.
o . . -> - -
Bilinéarité: notons(x;y), (X';y') e (x”;y"”) lescoordonnées respectivesde u, v & w.
- - -
o (U+V). W=X+X)X"+(y+y)Y' =xX"+ X X"+yy' +y y"
- - - -
=XX"+yy'+X' X"y y'=u.w+ v.w

) (xﬁ). Czkxx'+kyy'+kzz' =MXX' +yy' +22')

Lasymérielivrelalinéarité par rapport &la seconde variable.

Exemple: AB.BD - AC.BD = CB.BD

Application : retrouver, a l'aide du produit scalaire, le fait que les hauteurs d'un triangle ABC sont

concourantes.
Notons A', B' et C' les projetés orthogonaux respectifsde A, B et C sur (BC), (AC) et (AB) et H = (BB') » (CC)).
-> - -> -
On aclairement : BH.AC =0et CH.AB =0
-> - -> -
On peut donc écrire: BH.AC = CH. AB
-> o5 o e A
Introduisons le point A : (BA+AH). AC =(CA+AH). AB :
e s e e T :
En développant : BA.AC+ AH.AC= CA.AB+ AH.AB c
- = A e A :
Or: BA.AC=- AB.AC=AB.CA= CA.AB ; B
- > > o H:
Il reste: AH . AC=AH . AB :
- > - :
En regroupant : AH .(AC-AB)=0 B A C
-> -
Cest-a-dire: AH .BC=0.

Les droites (AH) et (BC) sont donc perpendiculaires, donc (AH) est bien la hauteur issue de A.

Donc les 3 hauteurs du triangle sont concourantes en A. R

Exercice : ABCD est un rectangle de centre O tel que AB=4 et BC = 3.
- - o
Calculer AC.DB.

- - e s - -
AC.DB=(AB+BC).DB= AB.DB + BC.DB=AB*-BC?=7.
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Régle pratique : pour calculer un produit scalaire, on peut décomposer un vecteur (ou les deux) suivants des

directions orthogonal es.

) Identités remarquables

L. - o 2 S - o> S
Théoréme 3: (Uu+v) =u +2u.v+ v
- o 2 S - o> S

(Uu-v) =u -2u.v+ v

- > - > -2 =2
(u+v)(u-v)=u —-v

Démonstration : évident. (On utilise lalinéarité et la symétrie du produit scalaire)
Applications:

. - - 2 - - 2 -2 S
1) Identité du parallélogramme: (u+v) +(u-v) =2(u + v )

S S5 >
(S ABCD est un parallédlogramme, en posant u= AB & v = AD, on obtient une relation entre les diagonales

et les cotés du parallédlogramme : AC? + BD? = 2(AB? + AD?) ce qui est bien pratique)
. . . - - - -

2) Inégalitétriangulaire: comme u.v < ||u .|| v |/ (cos® < 1),ona:
> o, 2> - - >
fu+ vIE<lullP+2ull. [Ivi+1vI

. > o, - 2>,
D'ou: flu+ vIF<ull+lvID
Et comme la fonction racine carrée et croissante, et tenant compte de larelation v/ A2 = |A|, on obtient :

> o - -
fu+ vii<{uli+lvI

IV) Applications du produit scalaire en géométrie

1) Formule d'Al-Kashi (XIV®™) (dite encore de "Pythagore généralisé") A
AN
Soit ABC un triangle quelconque. On notera (par abus) cos A au lieu de cos A c b
Ona: S
a?=b?+c?—2bccos A
Démonstration : B a

2 2__)2__) _)2_ Y _>2_ 2 2 Y _>_2 2
a°=BC°=BC“=(BA+AC) =(AC — AB)"=AC°+AB°—-2 AC.AB=Db"+c"—2bccosA
Application : solution du probléme de motivation :

BC? = AC? + AB®— 2 AC ;)B—9+16—2x3x4cos70~1679d'01]BC~410(é10’2 :
- - . - - ’ - 1 pr%)
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2) Equation d'une droite perpendicul aire & une autre :

. . >
Dans un repere orthonormé (O, i , j

j ), considérons donnée une droite (AB) avec A(Xa ; Ya) €t B(Xg ; Vs).

Soit C(xc ; Ye) un point distinct de A et B. Comment trouver une équation de la droite A perpendiculaire a (AB)

et passant par C ?

- o

Soit M(x ; y) un point quelconque du plan. On utilise la caractérisation suivante: M € A < CM . AB=0.

Exemple : trouver les coordonnées de I'orthocentre d'un triangle et les coordonnées du cercle du centre

circonscrit aun triangle.

3) Equation d'un cercle

. . >
Dans un repere orthonormé (O, i , j

Cas 1: on connait le centre Q(Xo ; Yo) €t lerayon r du cercle z.

j ), comment trouver une équation d'un cercle# ?

Soit M(x ; y) un point quelconque du plan. On utilise la caractérisation suivante: M € € < QM =r.

Or, QM? = (x — Xo)? + (Y — Yo)? d'oll une équation de #
(X —%0)* + (Y = Yo)* =1°

Cas 2 : on connait deux points A(xa ; Ya) €t B(xg ; ys) du cercle # qui sont diamétralement opposés.

- >

Soit M(x ; y) un point quelconque du plan. On utilise la caractérisation suivante: M € € < MA. MB=0.

Exemple : trouver une équation du cercle de diamétre [AB] avec A(O ; 4) et B(4 ; 0).

4) Formules de la médiane
Soit MAB un triangle et | lemilieu de [AB]. On aalors:

MA? + MB? = 2MI12 + %ABZ

- -
MAZ - MB?= 2MI . BA

- —> 1
MA.MBzMIZ—ZABZ
Preuve:
- - - - -

MA? + MB? = MA2+MBZ—(MI+IA) +(MI+IB) =2MIZ+2MI .(1A+1B) + IA2 + IB? = 2MI? +

> 5> >

Cesformules ne sont pas a connaitre pas
coaur. Par contre, on doit savoir lesretrouver
en utilisant des carrés scalaires et le milieu |

de[AB]. Pour des applications de ces
formules, voir le document "lieux
géométriques’ ol I'on déterminer un certain

nombre de lignes de niveau.

1 = AB?
2

- -

MA? — MBZ—(MI+IA) —(MI+IB) =2MI .(IA-IB)=2MI .BA

e e e T > o5 o o

MA.MB = (MI +1A).(MI +1B) = (Ml +1A).(MI —I1A) = MI* -

Exemple:
MA=5; MB=3e AB=6. AlorsMI =2\/§.

IAZ = MI? -

1 AB?
4

Application : soit M un point situé a l'intérieur d'un rectangle ABCD. Démontrer que :

MA?Z + MC? = MB? + MD?
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Notons O le centre du rectangle. D'aprés la formule de la médiane appliquée au triangle MAC, on a:

MAZ + MC? = 2MO? + %ACZ

De méme, dans letriangle MBD : MB? + MD? = 2MO? + % BD?

Et comme AC = BD, il vient : MA?Z + MC? = MB? + MD?

5) Symétrique d'un point par rapport a une droite

Soient D une droite d'équation ax + by + ¢ = 0, A(a ; B) un point du plan et A' le symétrique de A par rapport &
D.

Exprimer les coordonnées de A' en fonction de a, b, ¢, o et .

Notons (o' ; B*) les coordonnées de A'.

Ao ;B D:ax+by+c=0
Nous savons qu'un vecteur directeur G deD est G (-b; a).
%
Comme les vecteurs G et AA' sont orthogonaux, on a: '
—b(a' —a)+a(p'-p)=0
Cest-a-dire: —ba' +af'=-ba+ap (E)
Par ailleurs, le point I, milieu de [AA"] est sur D donc : Alo: B)
a(a+a )+ b(BJrB )+c=0
2 2
Cest-a-dire: ao' + bp'=—ao — bp - 2c (E2)

On résout |e systéme constitué des équations (E;) et (E,) (d'inconnues o' et ') en effectuant a(E;) + b(E>) :
(@ + b?)B' = —2abo. + (% — b?)p — 2bc
Comme a et b ne sont pas tous deux nuls, a® + b” n'est pas nul d'ol :

_ —2abo + (a® —b*)B - 2bc
a’+p?

B

De méme, |'opération b(E;) — a(E,) donne:
(-b? — @)a' = (-b* + ad)o. + 2abp + 2ac

Dot - o - (b? — a%)a — 2abp — 2ac
aZ+b?

Trois cas particuliers :

e droitehorizontaley =k (a=0, b=1, c=-k), on trouve:
o'=o e B'=-—P+2k
e droiteverticdlex=2X (a=1, b=0, c=-A), ontrouve:
o'=-o+2\ &t B'=P
e "premiérebissectrice’ y=x(a=1, b=-1, c=0), on trouve:

o=p & p'=a
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